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Osrednji cilj študija inženirskih materialov je razumeti in določiti povezave med
strukturo in lastnostmi materialov. V polikristalnih materialih so mnoge lastno-
sti odvisne od mej med različno orientiranimi kristalnimi zrni. V tej diplomski
nalogi sem se ukvarjal z računalnǐsko simulacijo rasti vstavljenega zrna po PFC
metodi. Spremljal sem kako se spreminjata prosta in površinska energija simuli-
rane površine v odvisnosti od rotacije zrna v matrici. Vzporedno sem spremljal
tudi nastajanje dislokacij, tako število kot tudi njihovo razporeditev. Simulacije
sem delal na dveh različnih začetnih polmerih zrn. Ugotovil sem, da je število dis-
lokacij premo sorazmerno z rotacijo zrna, prav tako tudi prosta energija. Po drugi
strani pa površinska energija simulirane površine narašča z rotacijo zrna, vendar
je le ta večja pri manǰsem polmeru zrna.
Ključne besede:
metoda PFC, geometrijsko potrebne dislokacije, površinska energija, mikrostruk-




In Materials engineering the main goal is to understand and define connections
between structure and properties of materials. In polycrystalline materials many
of the material’s attributes depend on the border between different orientated
crystal grains. In this diploma work, I made several computer simulations. I
simulated growth of the embedded grains using the PFC method. I observed the
changing of the free energy and the surface energy of the simulated surface in
co-dependance with the rotation of the grain in the matrix. In the same time I
observed the creation of dislocations, the numbers of them and their positioning.
I did simulations on two different grain radius. I determined that the number of
dislocations is proportional to the rotation of the grain. On the other hand, the
surface energy of the simulated surface increased with the rotation of the grain,
and was larger when a smaller grain radius was used.
Keywords::
PFC method, geometrically necessary dislocations, surface energy, microstructure,
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SEZNAM OKRAJŠAV IN POSEBNIH SIMBOLOV
PF - metoda faznega polja
(ang. phase-field method)
PFC - metoda faznega polja kristala
MD - molekularna dinamika
(ang. molecular dynamics)
kMC - Monte Carlo metoda
ICME - računalnǐska znanost o materialih
(ang. Integrated Computational Materials Engineering)
PDE - parcialna diferencialna enačba
DFT - teorija funkcionala gostote
(ang. Density Functional Theory)
nd - št. dislokacij
R - polmer zrna
Θ - rotacija zrna
b - dolžina Burgersovega vektorja
t - čas
E0 - faktor elastičnosti
Ac - faktor defektov
γ - energija meje zrna
∇ - Laplaceov operator
ρ - gostota
F - funkcional proste energije
Φ - funkcional lokalne gostote snovi v kristalu
η - beli šum
ψ - lokalna gostota
ψ̄ - povprečna lokalna gostota
r - temperaturni faktor
(razlika do temperature faznega prehoda)

1 Uvod
Znanost in industrija sta modeliranje in simulacijo raznih procesov poznali že dolgo
pred iznajdbo in napredno uporabo računalnika. Sprva so bili modeli zgolj fizični in
so služili preiskavi in optimizaciji bolj osnovnih procesov (aerodinamika za letalsko
in avtomobilsko industrijo, balistične simulacije za vojaško industrijo, modeliranje
pretapljanja železa in litje raznih litin v kovinski industriji . . . ). Ni skrivnost, da
sta imeli pomemben vpliv na razvoj modelarstva in simulacije predvsem vojaška
in vesoljska industrija, ki sta razvijali produkte v prvi vrsti za lastne potrebe, čez
čas pa se je njihova tehnologija vključila tudi v občo industrijo.
Z razvojem računalnǐstva se je vedno bolj uveljavljalo matematično modeliranje
procesov in s tem tudi računalnǐska simulacija. Njun razvoj je pocenil izdelavo
raziskav, saj za simulacijo ni bilo več potrebno izdelati fizičnega modela oz. več
njih, temveč je bilo treba samo razviti program. Število zagonov simulacij pa v
splošnem ni omejeno, zato se ob morebitni ponesrečeni simulaciji zgolj popravijo
vhodni podatki in ponovno zažene simulacijo. Po tradicionalni metodi pa bi morali
izdelati nov model, kar je dolgoročno bistveno dražje in zamudno. Poleg cene pa je
pomembno poudariti, da lahko s pomočjo računalnika simuliramo tudi procese, ki
bi jih sicer težko oz. jih ne bi mogli. Tu predvsem mislimo na procese, ki potekajo
na mikroskopski in/ali atomarni ravni, t.j. npr. delitev človeških oz. živalskih ce-
lic, potek točkastih napak v raznih materialih . . . Takšen način izvajanja simulacij
s pomočjo računalnika je danes prisoten na mnogih področjih, tako v tehniki kot
v humanističnih študijih. Najbolj pogoste so v metalurški industriji, strojnǐstvu,
elektrotehniki, meteorologiji, fiziki, kemiji . . . Uporabljajo pa se tudi v ekonomiji,
poslovnih vedah, ter študijih kjer proučujejo človeška vedenja. V splošnem s poj-
mom model označujemo predmet, narejen po določenih pravilih, na katerega so
bile prenesene lastnosti in značilnosti raziskovanega predmeta (SSKJ). Pri izde-
lavi modela moramo upoštevati, da si z njim laǰsamo proučevanje procesov, zato
mora biti model zgolj nadomestek nekega konkretnega sistema, ki obravnava le bi-
stvene aspekte le tega. Vendar mora kljub preprostosti ohraniti lastnosti sistema
in omogočiti njegovo razumevanje.
Tudi metalurgija ni izjema pri posluževanju simulacij. Tako v industrijski pra-
ksi kot v raziskovalni sferi je uporaba modelov in simulacija procesov ena bolj
pomembnih dejavnosti. S tem lahko optimiziramo ne samo proizvodnjo nekega
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izdelka, ampak tudi sam poslovni proces. Na prvo mesto postavimo varnost raz-
iskovalcev in zaposlenih v podjetju. Zaposlen, modelar, lahko že v laboratoriju
s pomočjo modela predvidi kako se bo preučevan sistem obnašal tekom procesa.
Tako se minimizirajo morebitni škodljivi učinki, če bi preizkus naredili v proizvo-
dnji na realnih agregatih. To je še posebej pomembno pri procesih, kjer imamo
opravka s tekočo talino. V takem primeru je bolje narediti preizkuse na modelu,
kot pa v proizvodnji, kjer imamo opravka z desetinami ton tekoče litine. Sistem z
modelom torej ni samo ceneǰsi v primeru napak, ampak tudi varneǰsi.
Nadalje lahko s pomočjo modela predvidimo, kje bodo skozi različne stopnje ob-
delave nastale napake na izdelku (hladni zvar, poroznost, napačna tekstura ma-
teriala, druge poškodbe) in tako zmanǰsamo možnost, da bi šla serija izdelkov v
izmet. Seveda pa modeliranje in simulacija procesov v metalurgiji ni povezana
samo s fizičnimi modeli. Prav tako se uporablja tudi numerično modeliranje in
računalnǐska simulacija. Ta je še kako pomembna pri preiskavi procesov na ato-
marni ravni. Vendar je ta del metalurgije napram drugim (mehanski preizkusi,
toplotne obdelave) še dokaj neraziskan.
Eden izmed večjih problemov industrije v današnjem času je, kako povezati iz-
delovalne tehnologije in željene lastnosti polizdelkov oz. izdelkov. Vse večja kon-
kurenca na trgu nas sili v to, da v čim manj korakih razvijamo produkte s čim
bolǰsimi lastnostmi. To pa v metalurgiji brez poznavanja procesov na mikroskop-
skem nivoju žal (še) ni mogoče. Da pa bi te procese lahko razumeli, pa moramo
najprej razumeti temeljne procese, ki se dogajajo na tem nivoju.
1.1 Namen in vsebina diplomskega dela
Namen diplomske naloge je, da razǐsčemo enega izmed temeljnih procesov, ki pote-
kajo na atomskem nivoju. Raziskal bom vpliv orientacije zrna v matrici in njegove
velikosti na prosto energijo, ter posledično na površinsko energijo. Vzporedno s
tem pa lahko spremljam tudi vpliv orientacije in velikosti zrna na končno število
dislokacij, ki nastanejo tekom rasti zrna.
Uvodnemu delu najprej sledi pregled literature s tega področja. Nato sledita
poglavji Teoretične osnove in Numerične metode v katerih opǐsem metodo PFC,
vstavljena zrna, fazni diagram in osnovne pojme iz numerične matematike. Teo-
retičnemu delu diplomske naloge sledi pregled rezultatov in diskusija. Najprej in-
terpretiram rezultate z vidika dislokacij, nato z vidika proste energije in na koncu
z vidika površinske energije simulirane površine. Rezultatom sledi poglavje Za-
ključki, ki strnjeno povzame rezultate, ki so bili predstavljeni v poglavju Rezultati
in diskusija. Na koncu diplomskega dela pa je še seznam uporabljene literature.
2 Pregled literature
Veliko problemov, ki so pomembni za industrijo , je tesno povezanih z zmožnostjo
razumevanja in predvidevanja razvoja mikrostrukture med termomehanskimi pro-
cesi v polikristaliničnih materialih. To vključuje proces strjevanja, fazne trans-
formacije v trdnem, rekristalizacijo, rast zrn, nukleacijo in rast oz. raztapljanje
percipitatov. Napoved razvoja mikrostrukture v splošnem zahteva razvoj mode-
lov za opis procesov, ki potekajo na različnih prostorskih in časovnih skalah, od
atomske do mezoskopske in makroskopske skale in od vibracijskega časa atomov
(ang. Atomic vibrational time) do časov difuzije [1]. Te velike variacije na časovni
in prostorski skali, v modeliranju predstavljajo velik izziv, kljub temu da upora-
bljamo sodobno računalnǐsko znanost.
V zadnjih nekaj destletjih je bilo razvitih mnogo pristopov za študij razvoja mikro-
strukture na različnih prostorskih skalah [2]. Govorimo predvsem o molekularni
dinamiki (MD, ang. molecular dynamics) in kinetični Monte Carlo (kMC) metodi
na atomski ravni, celičnih avtomatih, Potts-Monte-Carlo metodi in phase-field
(PF) metodah. Obstaja več pristopov, kako povezati vse te metode med seboj.
Na področju znanosti o materialih je zadnja leta vse bolj popularen koncept ICME
(ang. Integrated computational materials engineering), kateri hierarhično povezuje
modele na različnih skalah med seboj. Čeprav lahko z ICME dosegamo dobre rezul-
tate, ker povezuje modele z različnih skal s procesno tehnologijo, se lahko srečamo
s problemi, ki nastanejo z nekontinuiranimi prehodi med skalami, kar lahko pov-
zroči pojave, ki nimajo fizikalnega odzadja.
Po drugi stani pa lahko PF metode v kombinaciji s prilagodljivo mrežo uporabimo
za raziskavo razvoja mikrostrukture na različnih prostorskih skalah, ki zajemajo
več različnih velikosti. Uspeh metode leži v robnih pogojih na meji trdno/tekoče, v
povezavi s parcialnimi diferencialnimi enačbami za evolucijo spremenljivke faznega
polja. Po letu 2002, se za simulacije pojavov na atomistični prostorski skali vse
bolj uveljavlja tako imenovana metoda faznega polja kristala (PFC, Phase Field
Crystal) [3]. Gledano v splošnem je PFC model izpeljanka Swift-Hohenbergovega
modela, ki temelji na minimiziranju funkcionala proste energije [3–10]. Metoda
uporablja polje numerične gostote atomov za opis dinamike atomskih struktur.
Vključuje elastičnost in razne topološke defekte. Po razvoju PFC metode, je na-
stalo veliko različnih izbolǰsav. Ena bolj pomembnih in priljubljenih je t.i. APFC
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metoda [11]. Ta metoda uporablja pristop, ki temelji na renormalizaciji. Funkcija
atomske gostote se izraža kot vsota valov usmerjenih v smeri vektorjev recipročne
mreže kristala. Takšen pristop lahko razumemo tudi kot povezavo med PFC me-
todo in PF metodami.
Ta izbolǰsava je bila uspešno vpeljana v raziskave gibanja mej zrn, fazne prehode,
heteroepitaksijo tankih filmov in energije mej zrn. Metoda je bila v osnovi razvita
za enokomponentne sisteme s triangularno simetrijo in bila kasneje prilagojena za
binarne sisteme [12].
Seveda pa razvoj vseh teh metod ne bi bil mogoč brez poznavanja matematičnih
osnov. Tukaj imamo v mislih predvsem diskretno in numerično matematiko, ki
je temelj računalnǐskih simulacij in matematičnih modelov [13]. Gre predvsem za
poznavanje diskretnih matematičnih struktur za predstavitev različnih objektov in
procesov, ter za razumevanje principov numeričnega računanja [13–16].
3 Teoretične osnove
3.1 Vstavljena zrna
V tej diplomski nalogi se bom posvetil strukturam v polikristaliničnih materialih.
Predvsem na tiste primere, kjer je zrno vstavljeno v homogeno zunanjo matrico.
Za takšno zrno lahko empirično zapǐsemo število dislokacij, ki bodo nastale med





kjer je nd število nastalih dislokacij, R polmer zrna, Θ orientacija zrna glede na
matrico in b dolžina Burgersovega vektorja.
Že na prvi pogled opazimo, da bo število nastalih dislokacij naraščalo z večanjem
radija vstavljenega zrna, ter z večanjem orientacije vstavljenega zrna glede na ma-
trico.





kjer sta R(0) in Θ(0) začetni radij in orientacija zrna. To pomeni, da krčenje
zrna povečuje njegovo orientacijo glede na matrico. Tako dosežemo, da je izraz
R(t)Θ(t) konstanten skozi celotno simulacijo.
Pričakovali bi, da bo energija meje zrna dosegala minimum pri manǰsih kotih.
Vendar energija meje zrna na enoto dolžine meje narašča, ker je prosta energija
minimizirana zaradi zmanǰsanja celotne dolžine meje zrna. To gonilno silo lahko
zapǐsemo kot [4]:
Ω̇ = d[2πR(t)γ(Θ(t))]/dt (3.4)
kjer je γ(Θ) energija meje zrna na dolžinsko enoto meje, kot funkcija orientacije.
Energijo meje zrna γ(Θ) lahko aproksimiramo s pomočjo Read-Shockleyevega za-
kona za male kote:
γ(Θ) = E0Θ(Ac − lnΘ) (3.5)
kjer je E0 faktor elastičnosti in Ac faktor defektov, ki nastanejo zaradi dislokacij.
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Hitrost zmanǰsanja energije meje zrna mora biti enaka hitrosti absorbcije ener-
gije. Normalno bi bila ta energija razpršena na površini, vendar pa se pri PFC
modelu ta energija absorbira v trdni snovi tekom vrtenja zrna.
Torej se notranje zrno vrti v odvisnosti od njegovega polmera, s čimer se absorbira
energija.
3.2 PFC metoda
Metoda faznega polja kristala (PFC, ang. Phase-field-crystal) je računalnǐski pri-
stop k simuliranju razvoja kristaliničnih vzorcev. Metoda preučuje probleme, ki
ležijo na atomarni skali, zato jo lahko uvrstimo nekje vmes med metodami na ato-
marni ravni in standardnimi modeli faznega polja.
PFC metoda je v splošnem razširjen model faznega polja, ki temelji na minimizi-
ranju funkcije proste energije. Pri PFC modelu za čiste materiale lahko gostoto





) + η (3.6)
kjer je F funkcional proste energije, Γ konstanta, ∇ Laplaceov operator in η beli
šum. Glavna lastnost belega šuma je, da je njegova povprečna vrednost enaka 0,
zato ga v tej diplomski nalogi pri izračunih ne bom upošteval.









kjer je Φ brezdimenzijska količina lokalne gostote v kristalu. V želji po minimizaciji

















kjer so a, λ, q0 in g modelski parametri, ki povezujejo posebne lastnosti materialov.
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Zdaj lahko v enačbi (3.7) uporabimo enačbe (3.8 - 3.11). Tako dobimo brezdi-
menzijski funkcional proste energije:
F =
∫ −→






Če zgornji funkcional vnesemo v enačbo (3.6) dobimo evolucijsko enačbo:
∂ψ
∂t
= ∇2{[r + (1 +∇2)2]ψ + ψ3}+ ζ (3.13)
Enačba (3.13) je tako podana v brezdimenzijski obliki, kar pomeni, da v njej ni
nekih v naprej določenih enot, kot so npr. kilogram, meter, sekunda ... Takšne
oblike enačb se izkažejo za uporabne pri sistemih, ki so opisani z diferencialnimi
enačbami.
Metoda faznega polja kristala leži na mikroskopski velikostni skali, med DFT mo-
deli in standardnimi modeli faznega polja. Uporabljen funkcional proste energije
vključuje elastično energijo, anizotropijo in simetrijske lastnosti območja. Torej
model avtomatsko vključuje tudi vse lastnosti, ki iz tega izhajajo. Pri tem imamo
v mislih predvsem prosta atomska mesta v matrici, dislokacije in ostale defekte,
ki se lahko pojavijo v materialu.
Če pa se osredotočimo na časovno skalo, pa PFC model omogoča simulacijske
čase, ki so precej dalǰsi, kot pa so tipični vibracijski časi (ang. vibrational time)
atomov (O(10−15s)), in omogoča simulacije na časovni skali difuzijskih procesov v
sistemu (O(10−6s)). PFC metoda je zmožna vključiti elastičnost na atomistični
ravni in medsebojne interakcije prisotnih defektov na časovni skali difuzijskih pro-
cesov faznih transformacij v čistih materialih in/ali zlitinah.
3.3 Fazni diagram
Glavni poudarek v tej diplomski nalogi je računalnǐska simulacija po PFC metodi
v dveh dimenzijah. V 2D je prosta energija minimizirana s črtasto, heksagonalno
ali pa konstantno, t.j. kapljevinsko fazo 1. Za lažjo predstavo si poglejmo naslednjo
sliko 3.1, ki prikazuje fazni diagram takšnega 2D materiala.
1To velja za najenostavneǰsi tako imenovani ”one-mode”približek. Če dodamo še dodaten način,
dobimo lahko kvadratno fazo, z bolǰsimi približki pa še druge faze.
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Slika 3.1: Fazni diagram najenostavneǰsega 2D materiala [3].
Na abscisno os nanašamo povprečno vrednost lokalne gostote, na ordinatno os
pa temperaturo, ki ne predstavlja vrednost na temperaturni skali, ampak razliko
do kritične točke. V tej diplomski nalogi izbiram parametre tako, da se vedno
nahajam v področju heksagonalne faze.
4 Numerične metode
4.1 Numerična matematika
Numerična matematika je veja matematike, ki razvija metode za numerično reševanje
matematičnih problemov.
Numerične metode uporabljamo takrat, kadar nekega problema ne znamo rešiti
analitično oz. kadar je numerična pot do rezultata manj zahtevna kot pa ana-
litična.
Numerične metode v praksi običajno uporabljamo pri reševanju raznih bolj zaple-
tenih integralov in diferencialnih enačb.
Nekatere numerične metode so poznane že dolgo. Odkrili so jih mnogi eminen-
tni matematiki in znanstveniki, kot so Newton, Gauss, Lagrange, Jacobi, Euler
idr. Te metode so bile sprva prilagojene za računanje brez pripomočkov, saj so
v tistih časih poznali le logaritemske tablice. Zato je bila težnja, da se čim več
elementarnih funkcij prevede na seštevanje in odštevanje. Tak način reševanja pa
je bil dolgotrajen in je zelo omejeval obsežnost računskih problemov. Po razvoju
sodobnih računalnikov je numerična matematika doživela razcvet. Metode so se
prilagodile za reševanje z računalnikom, kar je bistveno pospešilo reševanje takšnih
problemov.
4.2 Stabilnost računskih shem
Z numerično metodo prevedemo reševanje problema na končno zaporedje arit-
metičnih operacij. Tako zaporedje operacij z natančno določenim vrstnim redom
imenujemo računska shema. Računska shema je stabilna, če je zaokrožitvena na-
paka primerno omejena. V asprotnem primeru, če je zaokrožitvena napaka preve-
lika, je računska shema nestabilna. Nestabilnih računskih shem se izogibamo in
jih ni priporočljivo uporabljati.
4.3 Laplaceov operator
Laplaceov operator je v vektorskem računu skalarni diferencialni operator skalarne
funkcije φ. To odgovarja div(grad φ), za kar uporabljamo simbol ∇, ki ga pred-
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stavlja [13,15]:
∇2φ = ∇(∇φ) (4.1)
Laplaceov operator se lahko zapǐse preprosto tudi z znakom ∆. Njegov zapis se
razlikuje glede na dimenzijo prostora in vrsto koordinatnega sistema. V nadalje-
vanju se bom osredotočil na kartezijev koordinatni sistem.
V enorazsežnih kartezičnih koordinatah zgleda zapis Laplaceovega operatorja tako:




V dveh dimenzijah zgleda zapis tako:







Ter v treh dimenzijah zgleda zapis tako:










4.4 Diskretni Laplaceov operator
Diskretni Laplaceov operator je analogen navadnemu Laplaceovemu operatorju,
le da ima diskretni Laplaceov operator točno določen pomen na grafu. Zapisi
diskretnega Laplaceovega operatorja so v tem primeru naslednji. Za 1D primer
velja [14]:
∆u(x) ≈ u(x− h)− 2u(x) + u(x+ h)
h2
=: ∆hu(x) (4.5)







V 2D pa bi zapis zgledal tako:
∆u(x, y) =uxx(x, y) + uyy(x, y)




u(x, y − h)− 2u(x, y) + u(x, y + h)
h2
=
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V tem primeru pa lahko to aproksimacijo izrazimo tako:
1
h2
 11 −4 1
1
 (4.8)
V tej diplomski nalogi si pri izračunih pomagam z diskretnim Laplaceovim opera-
torjem za 2D primer. Vendar le tega malo popravim in upoštevam tudi diagonalne
člene. V tem primeru zgleda operator tako:
1
h2
0.25 0.5 0.250.5 −3 0.5
0.25 0.5 0.25
 (4.9)
Vključitev diagonalnih členov poveča stabilnost numeričnega izračuna.
4.5 Metoda končnih diferenc
Metoda končnih diferenc je dokaj stara metoda, ki temelji na preprostem principu
zamenjave odvodov v parcialnih diferencialnih enačbah z njihovimi približki, ulo-
mljenimi diferencami. Prednost te metode je njena preprostost.
Slabosti metode se pokažejo, ko obravnavamo prostor, ki ni homogen, kar pomeni,
da so na različnih krajih različne lastnosti snovi. V takem primeru bi morali na
mejah med snovmi z različnimi lastnostmi obravnavati prestopne pogoje, kar po-
meni, da bi na mejah potrebovali vozlǐsča. Zaradi togosti pravokotne mreže pa so
vozlǐsča tam kjer so. Obstaja nekaj postopkov za reševanje teh težav, vendar bi
tako postala metoda bolj komplicirana.
Princip metode si je najlažje ogledati na preprostem primeru. Če velja enačba:
∆V = 0 (4.10)










Za lažjo razlago vzemimo, da se geometrija v z smeri ne spreminja. Tako dobimo
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Čeprav je enačba videti preprosta, pa je reševanje lahko zelo težko, lahko tudi
nemogoče.
Prostor, v katerem računamo je običajno omejen z robom. Na robu morajo biti
vrednosti znane. Pravilna rešitev parcialne diferencialne enačbe mora izpolnjevati
robne pogoje, kar pomeni, da mora neznana funkcija V(x,y) na robu zavzemati
vrednosti robnih pogojev.
Ideja metode končnih diferenc je, da v prostoru določimo točke v katerih bomo
računali vrednosti, kakor je prikazano na sliki 4.1.
Slika 4.1: Končna diferencialna mreža [16].
Vrednost drugega odvoda nadomestimo z njegovo ulomljeno diferenco.
∂2V
∂x2





≈ Vi,j−1 − 2Vi,j + Vi,j+1
h2
(4.14)
Izraza vstavimo v PDE:
Vi−1,j − 2Vi,j + Vi+1,j
h2
+
Vi,j−1 − 2Vi,j + Vi,j+1
h2
= 0 (4.15)
Enačbo uredimo in dobimo:
Vi−1,j + Vi+1,j + Vi,j−1 + Vi,j+1 − 4Vi,j = 0 (4.16)
Z enačbo (4.16) bi lahko izračunali vrednost v sredǐsčnem vozlǐsču, vendar nimamo
podanih vrednosti stranskih vozlǐsč. Takšno enačbo lahko zapǐsemo za vsako vo-
zlǐsče in tako dobimo toliko enačb kot je neznank. Na ta način je reševanje PDE
prevedeno na reševanje sistema linearnih enačb.
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4.6 Začetni in robni pogoji
Da lahko dobimo kakšno konkretno rešitev sistema, mora ta sistem izpolnjevati
začetne in/ali robne pogoje. O začetnem pogoju govorimo, kadar pogoji določajo
vrednost funkcije in njenih odvodov le v neki točki. V kolikor pa pogoji določajo
vrednost funkcije in njenih odvodov v več različnih točkah, pa govorimo o robnih
pogojih.
V teoriji reševanja diferencialnih enačb je znanih več vrst robnih pogojev. To
so:
• Dirichletovi robni pogoji
• Neumannovi robni pogoji
• Cauchyevi robni pogoji
• periodični robni pogoji
Pri Dirichletovih robnih pogojih mora nezana funkcija na robu območja računanja
zavzemati vnaprej znane vrednosti.
y(x) = f(x) ∀x ∈ ∂Ω (4.17)
V primeru Neumannovih robnih pogojev mora neznana funkcija na robu območja
računanja zavzemati vnaprej predpisano vrednost odvoda po normali na rob:
∂y
∂n
(x) = f(x) ∀x ∈ ∂Ω (4.18)
V tehniki je najpogosteje, da predpǐsemo, da ima odvod po normali vrednost 0.
Pri Cauchyevih robnih pogojih mora neznana funkcija na robu območja računanja
zavzemati vnaprej predpisano funkcijsko vrednost in vrdnost odvoda po normali
na rob.
y(x) =f(x) ∀x ∈ ∂Ω (4.19)
∂y
∂n
(x) =f(x) ∀x ∈ ∂Ω (4.20)
Bolj kompleksni pa so t.i. periodični robni pogoji. Ti so niz robnih pogojev, ki jih
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pogosto uporabljamo za aproksimizacijo velikega sistema z uporabo majhnih enot,
t.i. celičnih enot. Periodični robni pogoji se pogosto uporabljajo v računalnǐskih
simulacijah in matematičnih modelih, predvsem takrat ko nas ne zanima doga-
janje na robu območja. Ideja je v tem, da se rob računskega območja preslika
na nasprotno stran tega območja. Torej, ko nek atom zapusti območje, na drugi
strani vstopi v to območje drug atom, ki ima popolnoma enake lastnosti.
4.7 Diskretizacija enačbe
Glavni problem pri izvajanju računalnǐskih simulacij je, kako najlažje preračunavati
diferencialne enačbe. Konkretno, pri tej diplomski nalogi sem uporabil različico
enačbe (3.13), ki jo lahko takole zapǐsemo:
∂ψ
∂t
= ∇2{[r + (1 +∇2)2]ψ + ψ3}+ ζ
Pri tem nismo upoštevali šuma ζ, zato sem preračunaval enačbo:
∂ψ
∂t
= ∇2{[r + (1 +∇2)2]ψ + ψ3} (4.21)
To enačbo sem zapisal malo drugače:
∂ψ
∂t
= ∇2{r·ψ + (1 +∇2)(1 +∇2)·ψ + ψ3} (4.22)
Enačbo (4.22) sem nato računal po delih. Vhodna matrika je bila matrika ψ.
Najprej sem izračunal matriko (1 + ∇2)·ψ, ki sem jo poimenoval lap p1 n. Nato
sem izračunal matriko lap p1 n· (1 +∇2) in jo poimenoval lap p1 n 2. V zadnjem
koraku pa sem izračunal še matriko r·ψ + lap p1 n 2 + ψ3 in jo poimenoval dn.
Tako iz vhodne matrike ψ dobimo ∇2(dn). Na koncu pa dt· ∇2(dn) prǐstejemo k
vhodni matriki in dobimo novo vhodno matriko za naslednji korak računanja.
Pri diskretizaciji in računanju sem upošteval Dirichletove robne pogoje, kjer sem
na robu zamrznil matrico. Tekom dela pa sem stestiral tudi uporabo periodičnih
robnih pogojev. Za poenostavitev in pospešitev računanja sem iz matrike kopiral
samo po eno robno vrstico. Zaradi tega sem pri izračunavanju matrik uporabljal
operatorje, ki imajo jedra velikosti 3 x 3. Izkazalo se je, da uporaba periodičnih
robnih pogojev ne bi bila dobra izbira, saj dobimo rešitev, ki nima enake periode
v obeh smereh.
5 Rezultati in diskusija
5.1 Dislokacije
Najprej sem napravil simulacije za zrno z radijem 8π. Izvajal sem jih pri različnih
orientacijah zrna glede na matrico. Te orientacije so bile: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,
9, 10, 11, 12, 13, 14 in 15 stopinj. Vsaka simulacija je potekala v 1200000 korakih.
Končno stanje sicer nastane že veliko prej. Temu pravimo, da sistem preide v
stacionarno stanje, kjer se struktura ne spreminja več. Na sliki 5.1 lahko vidimo
Slika 5.1: Začetno stanje simulacije po PFC metodi, R = 8π, rotacija 7◦.
stanje sistema v koraku 0, za primer sistema, kjer je zrno rotirano za 7 stopinj
glede na matrico. Ker nam sama slika ne pove veliko, si oglejmo še ostale začetne
strukture, ki so prikazane na sliki 5.2.
16 5. Rezultati in diskusija
Slika 5.2: Začetno stanje za simulacije po metodi PFC, R = 8π. Od leve proti
desni so zrna rotirana za 0◦, 1◦, 2◦, 3◦, 4◦, 5◦, 6◦, 8◦, 9◦, 10◦, 11◦, 12◦,
13◦, 14◦ in 15◦.
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Iz slike 5.2 lahko vidimo, da razen raličnih orientacij zrna v matrici ni neke druge
bistvene razlike, le te pa nastanejo v naslednjih korakih.
Slika 5.3 predstavlja stanje sistema v koraku 50000, z zrnom rotiranim za 7◦.
Slika 5.3: Vmesno stanje simulacije po PFC metodi, R = 8π, rotacija 7◦, korak
50000.
Opazimo lahko, da je zrno začelo rasti. Prav tako zrno nima več pravilne oblike,
ampak postaja popačeno in nepravilnih oblik. Oblika je seveda povezana s površinsko
energijo. Zrno raste v območje tekoče faze, ki je bila na začetku ujeta med zrnom
in matrico.
Te ugotovitve veljajo tudi za vse ostale orientacije zrna. Slike vmesnih stanj za
ostale orientacije so predstavljene na sliki 5.4.
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Slika 5.4: Vmesno stanje simulacije po PFC metodi, R = 8π, korak 50000. Od
leve proti desni so zrna rotirana za 0◦, 1◦, 2◦, 3◦, 4◦, 5◦, 6◦, 8◦, 9◦, 10◦,
11◦, 12◦, 13◦, 14◦ in 15◦.
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Končno stanje simuliranega procesa pa predstavlja stanje v koraku št. 400000.
Slika 5.5 predstavlja stanje sistema z zrnom orientiranim za 7◦ na koncu simulacije.
Slika 5.5: Končno stanje simulacije po PFC metodi, R = 8π, rotacija 7◦, korak
400000.
Na koncu simulacije zrno, ki je bilo na začetku vstavljeno v matrico in obdano
s tekočo fazo, zraste do končne velikosti, tako da se sprime z matrico. Zaradi te
rasti na bivšem robu zrna nastanejo dislokacije. Slika 5.6 predstavlja še preostale
končne strukture.
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Slika 5.6: Končno stanje simulacije po PFC metodi, R = 8π, korak 400000. Od
leve proti desni so zrna rotirana za 0◦, 1◦, 2◦, 3◦, 4◦, 5◦, 6◦, 8◦, 9◦, 10◦,
11◦, 12◦, 13◦, 14◦ in 15◦.
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Podobne simulacije sem naredil tudi za zmanǰsan radij zrna. Določil sem, da je
velikost novega radija 75% prvotnega, torej 6 π.
Slika 5.7 predstavlja začetno stanje za primer, ko je orientacija zmanǰsanega zrna
7◦.
Slika 5.7: Začetno stanje simulacije po PFC metodi, R = 6π, rotacija 7◦.
Opazimo, da je na začetku edina razlika le v velikosti zrna in luknje, kjer nastopa
tekoča faza.
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Slika 5.8: Začetno stanje simulacije po PFC metodi, R = 6π. Od leve proti desni
so zrna rotirana za 0◦, 1◦, 2◦, 3◦, 4◦, 5◦, 6◦, 8◦, 9◦, 10◦, 11◦, 12◦, 13◦, 14◦
in 15◦.
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Podobno, kot za začetni radij 8 π lahko tudi v tem primeru opǐsemo dogajanje v
okolici koraka 50000. Zrno raste v tekočo fazo in pri tem spreminja svojo obliko iz
pravilne okrogle v popačeno.
Na sliki 5.9 lahko vidimo stanje po koraku 50000 za primer z zrnom rotiranim za
7◦.
Slika 5.9: Vmesno stanje simulacije po PFC metodi, R = 6π, rotacija 7◦, korak
50000.
Na sliki 5.10 pa lahko vidimo stanje po koraku 50000 še za ostale orientacije zrna.
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Slika 5.10: Vmesno stanje simulacije po PFC metodi, R = 6π, korak 50000. Od
leve proti desni so zrna rotirana za 0◦, 1◦, 2◦, 3◦, 4◦, 5◦, 6◦, 8◦, 9◦, 10◦,
11◦, 12◦, 13◦, 14◦ in 15◦.
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Poglejmo si še dobljene končne strukture. Slika 5.11 predstavlja končno strukturo
za primer z zrnom rotiranim za 7◦.
Slika 5.11: Končno stanje simulacije po PFC metodi, R = 6π, rotacija 7◦, korak
400000.
Končne strukture za ostale rotacije zrna so prikazane na sliki 5.12.
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Slika 5.12: Končno stanje simulacije po PFC metodi, R = 6π, korak 400000. Od
leve proti desni so zrna rotirana za 0◦, 1◦, 2◦, 3◦, 4◦, 5◦, 6◦, 8◦, 9◦, 10◦,
11◦, 12◦, 13◦, 14◦ in 15◦.
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Iz vseh teh slik sem odčital število dislokacij, ki so nastale za vsako posamezno
simulacijo. Rezultati so prikazani na sliki 5.13.
Slika 5.13: Število dislokacij v odvisnosti od orientacije zrna.
Iz slike 5.13 lahko razberemo, da število dislokacij narašča z orientacijo zrna v ma-
trici. To potrjuje tudi enačba 3.1. Opazimo tudi, da število dislokacij ne narašča
strogo, kot bi pričakovali. To si lahko razlagamo tako, da simuliramo relativno
majhno zrno, zato je rast bolj naključna in ne sledi eksplicitno enačbam iz teorije,
ki bolj ali manj veljajo za večja zrna.
Če bi hoteli dobiti lepše rezultate, bi verjetno morali opravljati simulacije na večjih
zrnih, za kar pa bi potrebovali tudi večje domene. To pa za seboj prinese tudi
dalǰse čase računanja simulacij, kar pa pri dani strojni opremi pomeni veliko več
potrebnega časa za opravljanje simulacij.
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5.2 Prosta energija
Med simulacijo pa nisem spremljal samo pozicije in števila dislokacij, ampak tudi
prosto energijo sistema za vsako orientacijo zrna.
Slika 5.14 prikazuje porazdelitev proste energije po simuliranem območju tekom
simulacije za primer zrna z radijem 8 π.
Slika 5.14: Porazdelitev proste energije, R = 8π, rotacija 7◦, a) korak 0, b) korak
50000, c) korak 400000.
Poglejmo si še sliko 5.15, ki prikazuje porazdelitev proste energije po območju za
primer z zrnom z radijem 6 π.
Slika 5.15: Porazdelitev proste energije, R = 6π, rotacija 7◦, a) korak 0, b) korak
50000, c) korak 400000.
Poglejmo si še sliko 5.16, ki prikazuje potek skupne proste energije tekom simulacije
za primer z zrnom rotiranim za 7◦.
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Slika 5.16: Potek proste energije, rotacija 7◦.
Če pogledamo sliko 5.16 opazimo, da je prosta energija sistema najvǐsja takoj
na začetku. Že po nekaj sto korakih prosta energija hitro pade in se po približno
100000 korakih ustali. To pomeni, da sistem preide v stacionarno stanje in se ne
spreminja več oz. se ne spreminja več bistveno.
Poglejmo si še prosto energijo v odvisnosti od orientacije zrna. To odvisnost pri-
kazuje slika 5.17.
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Slika 5.17: Odvisnost proste energije od orientacije zrna v matrici.
Opazimo, da prosta energija ne narašča tako kot bi hoteli, še posebej ne na
začetku. Kot sem že omenil, lahko to nihanje pripǐsemo razmeroma majhnemu
zrnu. Globalno gledano pa lahko potrdimo tezo, da prosta energija narašča z
večanjem števila dislokacij, torej večanjem rotacije zrna v matrici.
Simulacija je sicer potekala v 1200000 korakih, vendar sem vzel za končni korak
korak 400000. Če bi potek proste energije spremljali do koraka 1200000 bi videli, da
le ta spet malo naraste. Do tega pride, ker je v kodi programa integrator ekspliciten
in zaradi tega pride do neohranjanja proste energije. Zaradi tega določimo korak
400000 kot končni korak. S tem sicer naredimo napako, ki pa je relativno mala,
ker se rezultati razlikujejo šele na šesti decimalki.
5.3 Površinska energija
Za konec sem iz podatkov za prosto energijo izračunal še površinsko energijo si-
mulirane površine. To sem izračunal po formuli:
γ =
(Efree rot. zrna− Efree nerot. zrna)× velikost domene
obseg zrna
, (5.1)
pri čemer je velikost domene enaka 512 × 512 in obseg zrna je 2× π ×R, R pa je
začetni radij zrna. Površinsko energijo v odvisnosti od orientacije zrna v matrici
prikazuje slika 5.18.
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Slika 5.18: Površinska energija v odvisnosti od orientacije zrna.
Opazimo lahko, da površinska energija narašča z rotacijo zrna, kar je v skladu
s pričakovanji. Ker je površinska energija neposredno odvisna od proste energije




Modeliranje in simulacije procesov znanost in industrija poznata že od nekdaj.
Sprva so bili modeli le fizični, izdelani iz lesa, kovine oz. plastike, z razvojem
računalnǐstva pa je razcvet doživelo računalnǐsko modeliranje in računalnǐska si-
mulacija. Na tak način so lahko znanstveniki začeli raziskovati procese, ki jih prej
niso mogli. Med takšne procese spada tudi raziskovanje strukturnih lastnosti po-
likristalnih materialov. Mreža kristalnih mej ima velik vpliv na trdnost, trdoto,
duktilnost, preoblikovlnost, korozijsko odpornost in električno prevodnost kovin-
skih polikristalnih materialov.
V tej diplomski nalogi sem raziskal, kako vpliva orientacija zrna v matrici in njegov
radij na število dislokacij in na prosto energijo, ter posledično tudi na površinsko
energijo.
Ugotovil sem, da je število nastalih dislokacij odvisno od orientacije zrna v ma-
trici. Za večji kot, kot je zrno rotirano, več dislokacij bo nastalo. Dislokacije se
ne bodo pozicionirale v obliki kroga, ampak v obliki bolj ali manj popačenega
mnogokotnika.
Prav tako z naraščanjem števila dislokacij raste vrednost proste energije simuli-
rane površine. Ker imamo opravka z relativno majhnim zrnom, ne dobimo ravno
najlepših rezultatov. Le ti bi verjetno bili lepši, če bi simulacije izvajali na večjih
zrnih, za kar pa je potrebno več časa in bolǰsa strojna oprema.
Enako kot za prosto energijo velja tudi za površinsko energijo. Torej, večja kot je
rotacija zrna, večja je površinska energija simulirane površine. Premosorazmernost
pa ne velja pri vplivu radija zrna. Opazimo, da je površinska energija večja pri
manǰsem radiju, pri večjem radiju pa manǰsa.
Razvoj mikrostrukture in potek proste oz. površinske energije bi lahko z manǰsim
posegom v kodo spremljali tudi v odvisnosti od kakšnih drugih parametrov npr. v
odvisnosti od temperature. Za lepše rezultate bi lahko enake simulacije izvedli pri
bistveno večjem polmeru zrna, vendar bi v tem primeru, z dano strojno opremo,
potrebovali neprimerno več časa. Ena izmed možnosti bi bila tudi, da bi spremljali
rast več vgrajenih zrn v isto matrico, vendar bi tudi v tem primeru potrebovali
bolǰso strojno opremo. Še posebej zanimive pa bi bile simulacije v 3D, vendar pa
računsko mnogo bolj intenzivne.
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